Glava 1: Matematicki podsetnik: Vektorska analiza

U okviru ove glave nevedeni su samo neki osnovni pojmovi i obrazci iz vektorske analize, neki bez
detalja dokaza, u obliku koji ¢e nam biti od posebnog interesa u daljem izlaganju osnova klasi¢ne

elektrodinamike (za vise detalja videti udzbenik B. Musicki i B. Mili¢: Matematicke osnove teorijske

fizike, Naucna knjiga, Beograd 1975).



1. Skalarno polje. Gradijent skalarne funkcije

Ako svakoj tacki neke oblasti prostora odgovara izvesna odredena vrednost nekog skalara
D = D(X;, Xy, X;) = D(r), (1)
kazemo da postoji skalarno polje. Na primer temperatura u nekoj oblasti je odredena funkcija

poloZaja T(X,X,,%,) i karakteriSe posmatrano polje temperature. Posto skup (X, X,,X;)

predstavlja vektor polozaja, funkcija (1) moze se posmatrati i kao skalarna funkcija vektorskog
argumenta r. Stavimo li ® =@, gde je ®, neka konstanta, D(x,X,,X;)=D,, dobicemo

geometrijsko mesto tacaka u kojima @ ima istu vrednost @ ; to je obitno povrs i naziva se
ekviskalarna povrs.

Definicija gradijenta. Posmatrajmo sada dve vrlo bliske ekviskalarne povrsi, koje odgovaraju
vrednostima @, i ®,+Ad i uocimo na prvoj povrsi neku tacku M (Slika 1). Ako se iz nje

pomerimo duZ proizvoljnog pravca jedini¢nog vektora |, do druge povrsi za Al, onda se grani¢na

vrednost
62 = lim g (2)
ol Al-0 Al
naziva izvod skalara ® u datom pravcu 1.
n,

d=D,

SLIKA 1: Uz definiciju gradijenta

Brzina promene skalara u datom pravcu bitno zavisi od samog pravca i najveca je u pravcu normale
na ekviskalarnu povrs. Orijentisimo ovu povrs tako da je njen jedini¢ni vektor normale n, usmeren

ka ekviskalarnoj povrsi ® =@ +|Aq) , tj. u smeru raséenja skalara.

Vektor Ciji je intenzitet 0D /on, a ima pravac i smer jedinicnog vektora n, naziva se gradijent
sklarne funkcije ® u tacki M ioznacava se sa

oD
rad® =—n 3
g an o (3)

a takode i simbolom o®/or .

Gradijent je, dakle vektor ciji intenzitet predstavlja najvecu promenu posmatrane skalarne funkcije
po jedinici duZine, ima pravac normale na ekviskalarnu povrs u toj tacki, a orijentisan je u smeru
rasc¢enja ove skalarne funkcije.



Iz same definicije se, dalje, vidi da je vrednost gradijenta nezavisna od koordinatnog sistema.
Analiticki oblik gradijenta je
od i
grad® =—e,, (i=12,3)
OX;
pri ¢emu je upotrebljena sumaciona konvencija. Gradijent se moZe prikazati i simbolicki izrazom

grad® =vo,

gde simbol V =(8/0x)e, se naziva Hamiltonov operator (i simbolicki vektor) .

2. Vektorsko polje. Divergencija
Ako svakoj tacki neke odredene oblasti prostora odgovara odredeni vektor

A= A(Xv Xy X3) =A(r)

time je definisano vektorsko polje, a A(X,X,,%;) predstavlja vektorsku funkciju vektorskog

argumenta r, tj. A(r). Na primer, jacina elektricnog polja u nekoj tacki oblasti je funkcija poloZaja
E(r) koja odreduje posmatrano polje (napomena: ovaj izraz ne treba brkati sa pojmom intenziteta

elektricnog polja E ). Linije koje imaju tu osobinu da u svakoj njihovoj tacki vektor A ima pravac
tangente nazivaju se vektorske linije tog polja (Slika 2).

roR

SLIKA 2: Vektorske linije polja

Jednacine ovih linija moZemo dobiti polazeéi od kolinearnosti vektora dr i A u tacki M
dr=kA
odakle sledi proporcionalnost odgovarajuc¢ih komponenti
dx, B dx, 3 dx,
A% %) A (XX %) A (X%, %)

Sto predstavlja diferencijalne jednacine ovih linija.

Definicija divergencije. Uo¢imo neku tacku M u vektorskom polju i oko nje ma kakvu malu
zatvorenu povr$ AS, koja obuhvata zapreminu AV (Slika 3).



SLIKA 3: Uz definiciju divergencije

Formirajmo povrsinski integral SBA~dS, a zatim grani¢nu vrednost kolicnika ovog integrala i
AS

obuhvacene zapremine AV kad ova zapremina na proizvoljan nacin tezi nuli, skupljajuci se u tacku

M. Ako ona postoji i ne zavisi od nacina kako AV teZi nuli, ova grani¢na vrednost se naziva

divergencija vektorske funkcije A u tacki M.

$A-ds
divA = lim 8&—— (4)
AV-0 AV
Prema samoj definiciji vidi se da je vrednost divergencije nezavisna od koordinatnog sistema, te je
invarijantna u odnosu na ma kakvu transformaciju koordinata, a takode ne zavisi ni od oblika
povrsi AS, pa mozemo uvek uzeti takvu povrs koja nam je u datom slucaju najpogodnija.

Fizicka interpretacija divergencije. Uvedimo najpre konvenciju o broju vektorskih linija: kroz
jedinicu povrsine normalno postavljene na linije vektora A uzima se toliko vektroskih linija
orijentisanih u smeru vektora A koliki je intenzitet ovog vektora (u izabranom sistemu jedinica) na
tom mestu. Tada kroz element povrsi dS prolazi isto toliko vektorskih linija koliko i kroz normalno
postavljenu povrs dScosa, tj.

A-dScosa=A-dS.
Broj vektorskih linija kroz povrs S biée tada

cp:_[A-dS
S

i naziva se fluks vektora A kroz povrs S . Pri tome element fluksa A-dSje pozitivan ako vektor
A na tom mestu zaklapa oStar ugao sa spoljnom normalom, tj. ako vektorske linije tu izlaze iz te
povrsi S, a negativan u suprotnom slucaju.

Na osnovu definicije divergencije vidimo da je divergencija neke vektorske funkcije u datoj tacki
predstavlja fluks tog vektora kroz ma kakvu malu zatvorenu povrs oko te tacke po jedinici
obuhvacene zapremine.

Ako je u nekoj tacki divA >0, bice vise vektorskih linija koje izlaze iz te povrsi nego $to ulaze, a ako
je divA <O0bice obrnuto. Zakljuujemo: u tackama u kojima je divA >0 postoje izvori, a gde je
divA <0 ponori vektorskih linija, a sama vrednost divergencje daje nam meru izdasnosti izvora ili
ponora po jedinici zapremine.



Analiti¢ki oblik divregencije. Bez navodenja detalja izvodenja analitickog oblika divergencije?,
konacno, analiti¢ki oblik za divergenciju je:

divA:a_Al_Fai_F%E%'
OX, OX, OX; OX

(5)

0 .
—e, (i=123).
v ( )

$to moZzemo napisati i sibolicki pomo¢u Hamiltonovog operatora V = z
i

divA=V-A. (6)

Jednacina (6) je simbolicki prikaz divergencije. U ma kojim ortogonalnim generalisanim
koordinatama (q,,0,,0;, ), metricka forma ima oblik

ds® = h’dg’ + h2dg? + hZdg?, (7)
divergencija ima oblik
diva =2y O || ffuh 8)
h1h2h3 i 8ql hi

3. Rotor vektora

Definicija rotora. Uo¢imo neku tacku M u vektorskom polju i iz nje povucimo jedan pravac
odreden jedini¢nim vektorom n,. Kroz tacku M postavimo neku povrs, takvu da je n, bude

jedini¢ni vektor njene normale u tacki M, i uo¢imo na njoj jedni malu zatvorenu konturu AL koja
obuhvata posmatranu tacku M i na odabranoj povrsi omeduje deo Cija je povrs AS (Slika 4).

SLIKA 4: Uz definiciju rotora

Formirajmo linijski integral Cj)A-dI i zatim grani¢nu vrednost koli¢nika ovog integrala i povrsine
AL

AS kad AS — 0 stezudi se oko tacke M. Ako ova grani¢na vrednost postoji i ne zavisi od nacina
kako AS teZi nuli, smatra¢emo je projekcijom nekog vektora na n:

$A-d

(rotA) = AIéTOALT . (9)

17a vide detalja oko izvodenja analiti¢kog oblika za rotor vektorske funkcije pogledati knjigu: . Musicki, B. Mili¢
Matematicke osnove teorijske fizike, Nauc¢na knjiga, Beograd, (1975) strana 23.
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Tako definisan vektor naziva se rotor vektorske funkcije*> A u tacki M i obi¢no se oznadava sa
rot A. Iz same definicije se vidi da je rotor takode nezavistan od koordinatnog sistema kao i od

oblika konture AL ipovrsi AS.

Fizicka interpretacija rotora. Da bismo istakli smisao rotora s gledista primena u fizici,
posmatrajmo jedno vektorsko polje u kome zatvorene vektorske linije postoje, pa uo¢imo jednu
od njih, orijentiS§imo je u smeru vektora A i formirajmo duzZ nje linijski integral

r:jA-dl.
L

Integral ovakvog tipa naziva se cirkulacija vektora A duZ konture L bez obzira da li se ova kontura
poklapa sa vektorskom linijom ili ne.

Na osnovu definicije rotora (9) vidimo da normalna komponenta rotora u datoj tacki predstavlja
cirkulaciju tog vektora duZ ma koje male konture oko te tacke po jedinici obuhvacene povrsine.

Ako je u nekoj tacki rotA =0 i ako za povrS AS izaberemo takvu da se pravac njene normale u
tacki M poklapa sa pravcem rotA, cirkulacija duz konture te povrsi biée maksimalna, ¢emu
odgovara slucaj kad se kontura AL poklapa sa vektorskom linijom.

Odavde se moze zakljuciti da oko tacaka u kojima je rotA =0 postoje zatvorene vektorske linije
koje obuhvataju pravac vektora rotA u tim tackama, a intenzitet rotora daje nam meru vrtloZnosti
ovih zatvorenih vektorskih linija po jedinici povrsine.

Analiti¢ki oblik rotora. Bez navodenja detalja izvodenja3®, komponente rotora su:

(rotA) :%—%, (rotA) —%—%, (rotA) _oh A (10)

LOoox, OX 270X, X, 0% OX,
Sto zajedno daje
e, € &
rotA = % ai;z @i;e, (11)
A A A
ili simbolicki, pomo¢u Hamiltonovog operatora
rtA =V xA. (12)

U ma kojim ortogonalnim generalisanim koordinatama (ql,qz,qs) nalazimo

h1€1 hzez hses
1 |0 9 0
hhh;16g, oq, oq,
hA hA hA

rotA = (13)

2 anglosaksonskoj literaturi éesto se upotrebljava simbol curl A.

3 Za vise detalja oko izvodenja analiti¢kog oblika za rotor vektorske funkcije pogledati knjigu: . Musicki, B. Mili¢
Matematicke osnove teorijske fizike, Nauc¢na knjiga, Beograd, (1975) strana 25.
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4. Klasifikacija vektorskih polja
Prema vrednostima divergencije i rotora vektorska polja mogu se podeliti u ¢etiri grupe:

1. Potencijalna ili bezvrtloZna polja, kod kojih je u svim tackama polja rotA=0,a divA=0 baru
nekim tackama.

2. Solenoidna ili vrtloZna polja, gde je u svim tackama divA =0, a rotA =0 bar u nekim tackama.
3. Laplace-ova polja, definisana time da je u svim tackama polja divA=0i rotA=0.

4.5loZena polja, gde je bar u nekim tackama divA =0i rotA =0. Ovakva polja uvek se mogu
predstaviti kao superpozicija jednog potencijalnog i jednog vrtloznog polja.

5. INTEGRALNE TEOREME

Gaus-ova (Gauss) teorema. Za divergenciju vektorske funkcije vazi Gausova integralna teorema o
pretvaranju povrsinskih integrala u zapreminske, koja se sastoji u slede¢em. Posmatrajmo u
vektorskom polju neku zatvorenu povrs S, koja obuhvata zapreminu V (Slika 5). Pretpostavimo
da je u ovoj oblasti vektorska funkcija A(X,,X,,%;) diferencijabilna, a njeni izvodi ograniceni. Na
osnovu definicije divergencije se dobija

gSA-dszjdivAdv (14)
S \Y

Ovo je teorema Gaus-Ostrogradckog, koju neki autori nazivaju i Grin-ovom (Green) teoremom?, a
kratkoce radi mi ¢emo je u daljem izlaganju zvati prosto Gausova teorema. Ona pokazuje kako se
povrsinski integral po ma kojoj zatvorenoj povrsi moZe pretvoriti u zapreminski.

S - ;

N
“ih

L

- =
=

SLIKA 5: Gaus-ova teorema

4 Ako se Gaussova teorema primeni na vektor A = ¢grad v, gdesu @ i ¥ ma kakve skalarne funkcije, dobija se

tzv. Greenova teorema:

<JS¢gradw~dS:I(¢Aw+ grad ¢- grad y )dV (15)
S \%

gde je A Laplaceov operator . lzmeni lise @ i ¥ u ovoj relaciji i oduzmu li se odgovarajuée jednatine, dobija se

druga Greenova teorema.



Stoks-ova (Stokes) teorema. Za rotor vektorske funkcije vazi Stokes-ova teorema o pretvaranju
linijskih integrala u povrsSinske. Posmatrajmo sad neku prosto zatvorenu konturu L i neka je S ma
koja povrs oivicena ovom konturom (Slika 6). Pretpostavimo da je vektorska funkcija A(X, X,, X;)
diferencijabilna, a njeni prvi izvodi ograniceni u toj oblasti.

SLIKA 6: Stoks-ova teorema

Na osnovu definicije rotora dobija se

qSA.d|=jrotA-ds (16)

Ova teorema nam pokauje kako se linijski integral po ma kojoj prosto zatvorenoj konturi moze
pretvoriti u povrsinski.



6. Primena Hamilton-ovog operatora

Polaze¢i od analitickog ili simbolickog prikaza gornjih veli¢ina, moZzemo izvesti odgovarajuce
operacije i za slozenije izraze, bilo analiticki bilo primenom Hamilton-ovog operatora.

Zbog svog diferencijalnog karaktera Hamiltonovog operatora, moramo ga primeniti redom na
pojedine skalarne ili vektorske funkcije, koje ozna¢avamo zvezdicom, i dobijene rezultate
saberemo. Potom na osnovu njegovog vektorskog karaktera svaki od dobijenih ¢lanova moramo
tako transformisati da se operator V nadje levo od funkcije na koju ga treba primeniti.

Gradijenti sloZenih izraza. Prema definiciji za gradijent zbira dva skalara imamo

grad (®+¥)=grad® +grad V| (1)
Gradijent proizvoda dva skalara nalazimo primenom Hamiltonovog operatora
V((D‘I’)=V(<D*‘I’)+V(CD‘P*)=‘PV®+CDV‘P (2)
odnosno
grad (®¥) =¥ grad ®+dgrad V| (3)

Da bismo nasli gradijent skalarnog proizvoda razvijmo izraz Ax(Vx B) (pogledaj fusnotu)?
Ax(VxB)=V(A-B')-(A-V)B". (4)
Zamenom mesta A i B izlazi
Bx(VxA)=V(B-A")-(B-V)A’ (5)
tako da sabiranjem dobijamo
Ax(VxB)+Bx(VxA)=V(A"-B)+V(A-B")-(A-V)B"-(B-V)A".  (6)
Posto je
V(A-B)=V(A"-B)+V(A-B) (7)

odavde sledi

grad (A-B)=AxrotB+BxrotA+(A-V)B+(B-V)A| (8)

Divergencije slozZenih izraza. Na osnovu definicije neposredno se vidi da je divergencija zbira dva
vektora

div(A+B)=divA+divB| (9)

Divergencija proizvoda skalara i vektora moze se pisati u obliku
V(@A) =V-(D'A)+V-(DA")=(VD")- A+D(V-A") (10)

odnosno

5 Dvostruki vektorski proizvod: A X (B X C) = B(A . C) - C(A- B)



div(®A)=A-grad ®+ D divA |

Prema osobini za meSoviti proizvoda® divergencija vektorskog proizvoda bice
V- (AxB)=V:(A'xB)+V-(AxB")=B:(VxA")-A:(VxB)
¢ime dobijamo

div(AxB)=B-rotA—A-rotB.

Rotori sloZenijih izraza. Na slican nacin zaklju€uje se da je rotor zbira dva vektora jednak

rot(A+B) =rotA + rotB|.

(11)

(12)

(13)

(14)

Na osnovu osobine vektroskog proizvoda zbira dva vektora?, rotor proizvoda skalara i vektora

dovodi se u oblik
Vx(DA)=Vx(D'A)+Vx(DPA")= (VO )x A+D(VxA)

odnosno

rot(®A)=®rotA-Axgrad |

(15)

Najzad, na osnovu obrasca za dvostruki vektorski proizvod (videti fusnotu 4), rotor vektorskog

proizvoda moze se pisati kao
Vx(AxB)=Vx(A"xB)+Vx(AxB")=

:(B.V)A*—B-(V'A*)+A(V'B*)_(A'V)B

odakle sledi

rot(AxB)=A-divB—B-divA—(A-V)B+(B-V)A|

(16)

Navedeni obrasci nam pokazuju kako se gradijent, divergencija i rotor nekog sloZenijeg izraza
mogu svesti na prostije operacije, koje se odnose samo na pojedinacne funkcije u tom izrazu.

5 Invarijantnost me3ovitog proizvoda pri cikli¢noj permutaciji svojih faktora:
A.(BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)
7 Ax(B+C)=A><B+A><C
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7. Prostorni izvodi drugog reda

Posto su rezultati operacija gradijent, divergencija i rotor izvesne skalarne ili vektorske funkcije, od
njih se takode mogu obrazovati prostorni izvodi, koji se stoga nazivaju prostorni izvodi drugog
reda. (Za definiciju prostornog izvoda videti fusnotu?).

Od gradijenta, koji je vektor, mogu se formirati divergencija i rotor: divgrad ®, i rotgrad ®. Od
divergencije kao skalara samo gradijent grad divA, dok se od rotora, koji je vektor, mogu
obrazovati divergencija i rotor divrotAi rotrotA. Odavde vidimo da ima pet prostornih izvoda

drugog reda koji najlakse moZiemo naéi primenom Hamiltonovog operatora imajuéi u vidu
simbolicke prikaze prostornih izvoda.

1. Divergencija gradijenta moze se primenom asocijativnog zakona za skalarni proizvod, simbolicki
napisati u obliku

divgrad ® =V-(V®)=(V-V)D, (17)
ili krace
divgrad ® = A® (18)
gde je
A=V-V=V? (19)

tzv. Laplaceov operator. Njegov eksplicitni oblik dobija se simbolickim mnozenjem odgovarajucih
komponenata:

rovy,- 00 20
OX; OX
odnosno, bez primene sumacione konvencije,
3 82
A= —. 21
Z v (21)

2. Rotor gradijenta izraZzava se na sli¢an nacin, koristeci asocijativni zakon za vektorski proizvod
rotgrad ® = Vx(V®)=(VxV)®D, (22)
a posto je VxV =0, za ma koje @ dobijamo
rotgrad ® =0. (23)

3. Gradijent divergencije moze se napisati u simbolickom obliku

8 posmatrajmo polje ma kakve fizicke veli¢ine 2[, koja moZe biti skalar, vektor ili sloZenije prirode. Uo¢imo neku tacku

M u tom polju i opkolimo je nekom malom zatvorenom povr$i AS, koja obuhvata zapreminu AV . Ozna¢imo sa *
neku operaciju mnoZenja vektorom; za skalarne funkcije to je proizvod skalara i vektora, a za vektorske funkcije to

pds*
moze biti ili skalarni ili vektorski proizvod. Tada se grani¢na vrednost |im AST, ako ona postoji i ne zavisi od
AV —0

nacina kako AV teZi nuli stezudi se u tatku M, naziva prostorni izvod funkcije 2l u tacki M u odnosu na operaciju * .
Na ovaj nacin se pomocu pojma prostornog zvoda moze dati jedinstvena definicija gradijenta, divergencije i rotora.
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grad divA=V(V-A), (24)
a u komponentama imamo

grad divA=i oA €. (25)
OX; \ OX,

4. Divergencija rotora iznosi, ako se primeni osobina cikli¢cne permutacije (videti fusnotu 7)
divrotA=V-(VxA)=(VxV)-A, (26)
a posto je VxV =0, sledi da je za ma koje A
divrotA=0. (27)

5. Rotor rotora mozemo transformisati, ako se primeni obrazac

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B)

rotrotA=Vx(VxA)=V(V-A)-(V-V)A, (28)
¢ime dobijamo
rotrotA = grad divA — AA (29)
gde je
AA=(AA)e,. (30)

8. Diracova 6 funkcija
Definicija o funkcije. Diracova delta-funkcija moZe se interpretirati na sledeéi nacin. Uoc¢imo

funkciju J,(x—a) koja je zadata na slededi nacin

_(x—a)
L o7 (1)

o.(x—a)=
ENTT

gde je normalizacioni faktor l/(g\/;) izabran tako da vaii rw&g (x—a)dx =1. Grafik ove funkcije

je prikazan na slici 7.

O

Slika 7: Funkcija J,(x—a).
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Maksimum funkcije 8,(x—a) je u talki x=a i iznosu 1/&. Sirina krive je proporcionalna sa .
Ako se smanjuje parametar ¢ funkcija J, (Xx—a) postaje sve uza i uZa i sve viSa i visa. Posto je

rwég(x—a)dX:l, povrsina ispod ove krive ne zavisi od parametra ¢, pa je ona jednaka jedinici i

nakon limesa & —0. Dirakova (delta) funkcija ili 6 funkcija je funkcija u realnoj ravni koja
predstavlja limes funkcije J,(x—a) kada £ —>0, tj.

5(x—a)=|ing§g(x—a):{o’ if: 2)

definisana tako da vaZi jednakost fm5(x—a)dx =1. Delta funkcija o(x—a) je svuda jednaka nuli,

sem u tacki x=a gde je beskonacna. Ovako definisana funkcija nije funkcija u smislu kako se u
matematici uvodi pojam funkcije. Stoga se ona naziva i nesvojstvena funkcija.

Na osnovu E:é‘(x—a)dx =1 sledi
[Tox-a)f(xydx=1(a), (3)

za proizvoljnu funkciju f(X). 1z jednakosti (3) sledi da delta funkcija izbacuje vrednost
podintegralne funkcije f(x) u tacki x=a. Delta funkcija je zapravo funkcional &, : f(x) — f(a).

Jednakost (3) se Cesto uzima za definiciju delta funkcije. Za a=0 dobija se foo5(x) f(x)dx= f(0)

odnosno on o(x)dx=1.

NajvaZnije svojstva o funkcije. NajvaZnija svojstva o funkcije izrazavaju se jednakostima:

5(ax) = = 5(x), (@)
al
5(=x)=5(x), (5)
f(X)8'(x—a) =—f'(X)5(x—a), (6)
e O(X=x)
5(f(x))_;—f’(xi)| , (7)
5(x2—az)zi(5(x—a)+§(x+a)). (8)

23]
U formuli (7) X; su proste nule funkcije f(x).

Trodimenzionalna § funkcija®. Trodimenzionalna delta funkcija odredena je relacijom

5(3)(r'ro):5(X_X0)5(V_YO)5(Z_ZO) . (9)

9 5(r-r,) ili 69(r-r,)
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gde su (X,y,z) Dekartove koordinate vektora r, a (z,,Y,,Z,) koordinate vektora r,. Osnovno

svojstvo funkcije 5 (r - r,) je izrazeno jednaginom™®

[ 16O (r-r)dv = f(r,) (10)

pri ¢emu se tacka sa radijus vektorom r, nalazi u oblasti V, a f(r) je neprekidna funkcija

definisana u toj oblasti. Funkcija 6 (r - I,) izbacuje vrednost podintegralne funkcije u tacki r =r,.

Ako se pomenuta tacka nalazi van oblasti V, onda je integral (10) jednak nuli. Nekada je korisno
trodimenzionalnu ¢ funkciju predstaviti i kao trostruki integral u k prostoru:

1 .
OO(r-r)=——|e*x Mgk . 11
%)= | (11)

Trodimenzionalna 6 funkcija zadovoljava relaciju

1
Ir-r|

A =475 (r-r,). (12)

10 J;, d3rs® (r- ro) f(r)=f (ro)
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